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HIGHER DIMENSIONS OPIAL DIAMOND–ALPHA

INEQUALITIES ON TIME SCALES

ZHONG-XUAN MAO, YA-RU ZHU AND JING-FENG TIAN

(Communicated by J. Pečarić)

Abstract. In this paper, we generalize Opial inequality to higher dimensions on time scales. We
prove the Opial Delta-nabla inequality of n variables, and then give two diamond-alpha dynamic
inequalities of Opial type of n variables. As well, we introduce some special cases.

1. Introduction

To unify the representation of discrete and continuous inequalities, Hilger estab-
lished the theory of time scales in 1998 [1]. Since then, a number of interesting re-
sults on time scales have been presented such as Jensen’s equalities, Hardy’s equalities,
Hölder’s inequality, et al [2, 3]. Among them, Bohner and Kaymakçalan gave inequal-
ity which cover continuous and discrete opial inequalities [4, 5].

THEOREM 1.1. (see [4]) Suppose 0,h ∈ T and f : [0,h]T → R with f (0) = 0 is
delta-differentiable, then

∫ h

0
|( f (t)+ f σ (t)) f Δ(t)|Δt � h

∫ h

0
| f Δ(t)|2Δt, (1.1)

with equality when f (x) = ct .

THEOREM 1.2. (see [5]) Suppose 0,h ∈ T and f : [0,h]T → R with f (0) = 0 is
nabla-differentiable, then

∫ h

0
|( f (t)+ f ρ(t)) f ∇(t)|∇t � h

∫ h

0
| f ∇(t)|2∇t, (1.2)

with equality when f (x) = ct .

Mathematics subject classification (2020): 26E70, 26E25.
Keywords and phrases: Opial Inequality, diamond-alpha integral, diamond-alpha derivative, time

scales.

c© � � , Zagreb
Paper JMI-15-72

1055

http://dx.doi.org/10.7153/jmi-2021-15-72


1056 Z.-X. MAO, Y.-R. ZHU AND J.-F. TIAN

THEOREM 1.3. (see [4]) Suppose f is Δ-differentiable defined on [0,h]T , then

∫ h

0
|( f (t)+ f σ (t)) f Δ(t)|Δt � α

∫ h

0
| f Δ(t)|2Δt +2β

∫ h

0
| f Δ(t)|Δt, (1.3)

where
α = min

t∈[0,h]T
max{t,h− t},

β = max{| f (0)|, | f (h)|}.

THEOREM 1.4. (see [4]) Suppose f is ∇-differentiable defined on [0,h]T , then

∫ h

0
|( f (t)+ f ρ(t)) f ∇(t)|∇t � α

∫ h

0
| f ∇(t)|2∇t +2β

∫ h

0
| f ∇(t)|∇t, (1.4)

where
α = min

t∈[0,h]T
max{t,h− t},

and
β = max{| f (0)|, | f (h)|}.

And many generalized Opial inequalities involving more functions or higher order
derivatives on time scales were provided in [4, 14, 15, 16, 17, 18, 20].

THEOREM 1.5. (see [4]) Suppose p,q ∈ C([0,h]) are positive functions with∫ h
0

1
p(t)Δt < ∞ , q nonincreasing. If f is Δ-differentiable defined on [0,h]T with f (0) =

0 , then∫ h

0

(
qσ (t)|( f (t)+ f ρ (t)) f ∇(t)|Δt �

(∫ h

0

1
p(t)

Δt
)(∫ h

0
p(t)q(t)| f Δ(t)|2Δt

)
.

THEOREM 1.6. (see [4]) Suppose m,n ∈ N , if Δn -differentiable function f :
[0,h]T → R with f (0) = f Δ(0) = · · · = f Δn−1

(0) = 0 , then

∫ h

0

∣∣∣( m

∑
k=0

f k(t)( f σ )m−k(t)
)

f Δn
(t)

∣∣∣Δt � hnm
∫ h

0

∣∣∣ f Δn
(t)

∣∣∣m+1
Δt.

In [14], it was presented that

THEOREM 1.7. Suppose m,n ∈ N and g, p : [0,h]T → R are positive Δ-differen-
tiable with g nonincreasing, and

∫ h
0

1
p(t)Δt < ∞ . If f : [0,h]T → R is Δn -differentiable

with f (0) = f Δ(0) = · · · = f Δn−1
(0) , then

∫ h

0
gσ (t)

∣∣∣( m

∑
k=1

f k(t)( f σ )m−k(t)
)

f Δn
(t)

∣∣∣Δt

� h(n−1)m
(∫ h

0

1
p(t)

Δt
)m(∫ h

0
pm(t)gσ (t)

∣∣∣ f Δn
(t)

∣∣∣m+1
Δt

)
. (1.5)
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Recently, researchers have provided �α as a weighting between Δ and ∇ dynamic
derivatives. Many diamond-alpha inequalities as the generalization of delta inequalities
and nabla inequalities were provided, such as [6, 7, 8, 9, 10].

According to Theorems 1.1 and 1.2, Opial diamond-alpha inequality we need to
prove is ∫ h

0

∣∣∂ f 2(v)
�αv

∣∣�α v � h
∫ h

0

∣∣∂ f (v)
�αv

∣∣2 �α v. (1.6)

However, it doesn’t hold when h = 1, α = 1
2 , T = {−1,0,1,2} , f (0) = f (−1) =

0, f (1) = f (2) = 1.
In [11], the following inequality was discovered in 2010. For convenience, we call

it Right-Opial Diamond-Alpha inequality of one variable.

THEOREM 1.8. (Right-Opial Diamond-Alpha inequality of one variable) Suppose
0,h ∈ T and f : [0,h]T → R with f (0) = 0 is �α -differentiable, if f Δ f ∇ is non-
negative, then

α3
∫ h

0
|( f (t)+ f σ (t)) f Δ(t)|Δt+(1−α)3

∫ h

0
|( f (t)+ f ρ (t)) f ∇(t)|∇t � h

∫ h

0
( f �α (t))2�α t

(1.7)

In [15], a generalization about Theorem 1.8 was given that

THEOREM 1.9. Suppose p > 1 , q = p
p−1 , h > 0 , h ∈ T , w : [0,h]T → (0,∞) is

continuous function, f ∈ C�α ([0,h]T,R) with f (0) = 0 . If both f Δ and f ∇ are non-
negative, then

α4
∫ h

0
|( f 2)Δ(t)|Δt +(1−α4)

∫ h

0
|( f 2)∇(t)|∇t

�
(∫ h

0
w1−q(t)�α t

) 2
q
(∫ h

0
w(t)| f �α (t)|p �α t

) 2
p
. (1.8)

In this paper, we will firstly give the following inequality called Left-Opial Diamond-
Alpha inequality of one variable.

THEOREM 1.10. (Left-Opial Diamond-Alpha inequality of one variable) Suppose
0,h ∈ T , f : T → R with f (ρ(0)) = f (σ(0)) = f (0) = 0 , and f Δ, f ∇ are continuous
functions, then

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
�αt

∣∣∣�α t � α2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2Δt + α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2Δt

+α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2∇t +(1−α)2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2∇t, (1.9)

where σ(t) = inf{s ∈ T : s > t} and ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t} .

Secondly, the following inequality called Opial Delta-Nabla Inequality of n vari-
ables will be given.
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THEOREM 1.11. (Opial Delta-Nabla Inequality of n variables) Suppose 0,hi ∈
Ti (i = 1,2, · · · ,n) , diamond-αi (i = 1,2, · · · ,n) integrable and differential function f :
[0,h1]T1 × [0,h2]T2 ×·· ·× [0,hn]Tn →R×R×·· ·×R satisfies that f (v1,v2, · · · ,vn) = 0
when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 , then

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1,v2, · · · ,vn))
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

�
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn, (1.10)

where ωi(i = 1,2, · · · ,n) = 0 or 1 .

Theorem 1.11 may be helpful when generalizing Theorems 1.3, 1.5, 1.6 and 1.7 to
higher dimension.

And then we will prove the following Theorem via Theorem 1.11.

THEOREM 1.12. (Right-Opial Diamond-Alpha inequality of n variables) Suppose
0,hi ∈ Ti (i = 1, · · · ,n) , diamond-αi (i = 1, · · · ,n) integrable and differential function
f : [0,h1]T1 × [0,h2]T2 ×·· ·× [0,hn]Tn → R×R×·· ·×R satisfies
(i) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1, · · · ,n) = 0 ;
(ii) f

�ω1 ,�ω2 ,···�ωn
1,2,···,n � 0 for all ωi (i = 1, · · · ,n) = 0 or 1 ;

then

∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ3
1 (ω1) · · ·ψ3

n (ωn)
∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1, · · · ,vn))
�ω1v1 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 · · · �ωn vn

�
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

∣∣2 �α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn, (1.11)

where ωi(i = 1, · · · ,n) = 0 or 1 , functions ψi : {0,1}→ [0,1](i = 1, · · · ,n) are defined
as follows,

ψi(x) =

{
αi if x = 1,

1−αi if x = 0.

In the end, we will obtain

THEOREM 1.13. (Left-Opial Diamond-Alpha inequality of n variables) Suppose
0,hi ∈ Ti (i = 1, · · · ,n) , diamond-αi (i = 1, · · · ,n) integral and differentiable function
f : T1 ×T2×·· ·×Tn → R×R×·· ·×R satisfies
(i) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1, · · · ,n) = 0 ;
(ii) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1, · · · ,n) = ρ(0);
(iii) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1, · · · ,n) = σ(0);
(iv) f Δi

i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f ∇i
i (v1,v2, · · · ,σ(vi), · · · ,vn) for all i = 1,2, · · · ,n;

(v) f ∇i
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f Δi

i (v1,v2, · · · ,ρ(vi), · · · ,vn) for all i = 1,2, · · · ,n;
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then

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

∣∣�α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn

� ∑
ω1,ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)

× ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

×
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn,

(1.12)

where ωi(i = 1, · · · ,n) = 0 or 1 , functions ψi : {0,1}→ [0,1](i = 1, · · · ,n) are defined
as follows,

ψi(x) =

{
αi if x = 1,

1−αi if x = 0.

The structure of this paper is: In section 2, some preliminaries will be mentioned.
And we will prove Theorem 1.10 in section 3. In section 4, we prove Theorems from
1.11 to 1.13 via some lemmas, and introduce some special cases.

2. Preliminaries

For more basic knowledge about time scales, readers can consult [13].
See [6], one-order partial Diamond-Alpha dynamic derivative is denoted by

∂ f (v1,v2, · · · ,vn)
�αivi

(i = 1,2, · · · ,n).

Further,

∂
�α j v j

∂ f (v1,v2, · · · ,vn)
�αi vi

=
∂ 2 f (v1,v2, · · · ,vn)

�αivi �α j v j
(1 � i, j � n),

and higher order partial Diamond-Alpha dynamic derivatives can be defined in the same
way.

However in [15], the authors give an another denotations: one-order partial Delta
dynamic derivative is denoted by

f Δi
i (v1,v2, · · · ,vn) (i = 1,2, · · · ,n),

similarly, one-order partial Diamond-Alpha dynamic derivatives can be denoted by

f
�αi
i (v1,v2, · · · ,vn) (i = 1,2, · · · ,n).
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Further, for all 1 � i, j � n ,

∂
�α j v j

f
�αi
i (v1,v2, · · · ,vn) = f

�αi ,�α j
i, j (v1,v2, · · · ,vn),

and higher order partial Diamond-Alpha dynamic derivatives also can be defined in the
same way.

It is worth noting that the above two denotations are equivalent. And both of them
are used in this paper.

If α = 0 or 1, partial Diamond-Alpha dynamic derivatives change into the com-
binations of partial delta and nabla derivatives, such as

∂ k f (v1,v2, · · · ,vn)
Δ j1v j1∇ j2v j2 · · ·Δ jk v jk

,

for convenience we call it partial Delta-Nabla derivatives.
According to the definition of diamond-alpha differential, the formula next point

out the link between partial Diamond-Alpha and Delta-Nabla dynamic derivatives.

∂ nφ(v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)
∂ nφ(v1,v2, · · · ,vn)

�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn
, (2.1)

where ω1, · · · ,ωn = 0 or 1 means all non-repetitive possibilities in binary and functions
ψi : {0,1}→ [0,1](i = 1,2, · · · ,n) defined as follows,

ψi(x) =

{
αi if x = 1,

1−αi if x = 0.

In the same way, [12] gave the following theorem.

THEOREM 2.1. (see [12]) Suppose φ(v1,v2, · · · ,vn) is diamond-αi (i = 1, · · · ,n)
integrable on T1 ×T2×·· ·×Tn , then

∫ bn

an

· · ·
∫ b1

a1

φ(v1, · · · ,vn)�α1 v1 · · · �αn vn

= ∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1) · · ·ψn(ωn)
∫ bn

an

· · ·
∫ b1

a1

φ(v1, · · · ,vn)�ω1 v1 · · · �ωn vn,

where ω1, · · · ,ωn = 0 or 1 means all non-repetitive possibilities in binary and functions
ψi : {0,1}→ [0,1](i = 1,2, · · · ,n) defined as follows,

ψi(x) =

{
αi if x = 1,

1−αi if x = 0.



HIGHER DIMENSIONS OPIAL DIAMOND-ALPHA INEQUALITIES 1061

3. Left-Opial Diamond-Alpha inequality of one variable

In this section, one of our aims is giving the proof of Theorem 1.10. Meantime we
will give a special case as well.

Proof of Theorem 1.10. Noting that

∂ f 2(t)
�αt

= α
∂ f 2(t)

Δt
+(1−α)

∂ f 2(t)
∇t

= α f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))+ (1−α) f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t)).

Left hand side equal to

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
�αt

∣∣∣�α t

= α
∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
�α t

∣∣∣Δt +(1−α)
∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
�α t

∣∣∣∇t

= α
∫ h

0

∣∣∣α f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))+ (1−α) f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))
∣∣∣Δt

+(1−α)
∫ h

0

∣∣∣α f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))+ (1−α) f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))
∣∣∣∇t

� α2
∫ h

0

∣∣∣ f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))
∣∣∣Δt + α(1−α)

∫ h

0

∣∣∣ f ∇(t)( f ρ(t)+ f (t))
∣∣∣Δt

+α(1−α)
∫ h

0

∣∣∣ f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))
∣∣∣∇t +(1−α)2

∫ h

0

∣∣∣ f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))
∣∣∣∇t.

Based on the Theorems 1.1 and 1.2, the following two inequalities have been
proved. ∫ h

0
| f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))|Δt � h

∫ h

0
| f Δ(t)|2Δt, (3.1)

∫ h

0
| f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))|∇t � h

∫ h

0
| f ∇(t)|2∇t. (3.2)

Since f Δ, f ∇ are continuous functions, we have

f Δ(x) = f ∇(σ(x)), f ∇(x) = f Δ(ρ(x)) ∀x ∈ T.

Hence we get

∫ h

0
| f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))|Δt =

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
∇t

∣∣∣Δt =
∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(ρ(t))
Δt

∣∣∣Δt.

Noting that f (ρ(0)) = f (0) = 0, then we use Theorem 1.1

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(ρ(t))
Δt

∣∣∣Δt � h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (ρ(t))
Δt

∣∣∣2Δt.
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So we have

∫ h

0
| f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))|Δt � h

∫ h

0

∣∣∣∂ f (ρ(t))
Δt

∣∣∣2Δt. (3.3)

In the same manner, we can get

∫ h

0
| f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))|∇t � h

∫ h

0

∣∣∣∂ f (σ(t))
∇t

∣∣∣2∇t. (3.4)

According to (3.1), (3.2), (3.3) and (3.4), we can complete the proof

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
�α t

∣∣∣�α t

= α2
∫ h

0

∣∣∣ f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))
∣∣∣Δt + α(1−α)

∫ h

0

∣∣∣ f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))
∣∣∣Δt

+α(1−α)
∫ h

0

∣∣∣ f Δ(t)( f σ (t)+ f (t))
∣∣∣∇t +(1−α)2

∫ h

0

∣∣∣ f ∇(t)( f ρ (t)+ f (t))
∣∣∣∇t

� α2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2Δt + α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (ρ(t))
Δt

∣∣∣2Δt

+α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (σ(t))
∇t

∣∣∣2∇t +(1−α)2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2∇t

= α2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2Δt + α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2Δt

+α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2∇t +(1−α)2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2∇t. �

We can find that if α = 0 or 1, Theorem 1.10 reduces to Theorems 1.1 and 1.2.
The right hand side of (1.9) equivalent to

α2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2Δt + α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2Δt

+α(1−α)h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2∇t +(1−α)2h
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2∇t

= αh
∫ h

0
| f Δ(t)|2 �α t +(1−α)h

∫ h

0
| f ∇(t)|2 �α t

= h
∫ h

0
α| f Δ(t)|2 +(1−α)| f ∇(t)|2 �α t. (3.5)

If taking α = 1
2 , then we have the following corollary.

COROLLARY 3.1. Suppose 0,h ∈ T and f : T → R with f (σ(0)) = f (0) =
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f (ρ(0)) = 0 , and f Δ, f ∇ are continuous functions, then

∫ h

0

∣∣∣∂ f 2(t)
� 1

2
t

∣∣∣� 1
2
t � 1

4
h

(∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2Δt +
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2Δt

+
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
Δt

∣∣∣2∇t +
∫ h

0

∣∣∣∂ f (t)
∇t

∣∣∣2∇t

)

=
h
2

∫ h

0
| f Δ(t)|2 + | f ∇(t)|2 � 1

2
t. (3.6)

4. Opial inequalities of n variables on time scales

In [13, Theorem 6.80, 6.94], the authors give Delta and nabla dynamic derivatives
Leibniz Formula. They also point Delta-Nabla dynamic derivatives Leibniz Formula
can be defined in the same manner in the end of chapter 6, that’s means, they explore
the form of

( f (u1,u2, · · · ,un)g(u1,u2, · · · ,un))
�m

ωi
im , (4.1)

where ωi = 0 or 1.
And we will explore the following formula in the next,

( f (u1,u2, · · · ,un)g(u1,u2, · · · ,un))
�ωi1

,�ωi2
,···,�ωin

i1,i2,···,in ,

where ωi = 0 or 1 for all 1 � i � n and i j �= ik when j �= k for all 1 � j,k � n . In this
paper, we only take

( f (u1,u2, · · · ,un)g(u1,u2, · · · ,un))
�ω1 ,�ω2 ,···,�ωn
1,2,···,n (4.2)

as an example.
To simplify statement, we introduce the notation

f τ1,τ2,···,τn
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un), (4.3)

where τi (i = 1,2, · · ·n) ∈ {Δ,∇,σ ,ρ ,O} . And if τi ∈ {Δ,∇} , then we differentiate
with respect to the ui , else if τi ∈ {σ ,ρ} , then replace ui with τi(ui) , and we do
nothing to ui when τi = O . For examples, we set

f Δ,σ ,σ ,Δ,O
1,2,3,4,5 (u1,u2,u3,u4,u5) :=

∂ 2 f (u1,σ(u2),σ(u3),u4,u5)
Δ1u1Δ4u4

,

and

f ρ ,∇,O,ρ ,O,ρ
1,2,3,4 (u1,u2,u3,u4,u5,u6) :=

∂ f (ρ(u1),u2,u3,ρ(u4),u5,ρ(u6))
∇2u2

.

One thing we should emphasize is that every variable only correspond to one τ in
this notation.
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LEMMA 4.1. If f (u1,u2, · · · ,un) , g(u1,u2, · · · ,un) are Δi -differential (i = 1,2, · · · ,
n) on T1×T2×·· ·×Tn , then

∂ n( f (u1,u2, · · · ,un)g(u1,u2, · · · ,un))
Δ1u1Δ2u2 · · ·Δnun

=
1
2n ∑

〈τ1,τ2,···,τ2n〉∈L
(n)
0

f τ1,τ2,···,τn
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un)g

τn+1,τn+2,···,τ2n
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un), (4.4)

where L(n)
0 defined as follows,

L(n)
0 = {〈τ1,τ2, · · · ,τ2n〉 : one of τi and τn+i is Δ, another is O or σ}. (4.5)

Proof. We will use induction. Clearly, we have

( f (s)g(s))Δ = f Δ(s)g(s)+ f σ (s)gΔ(s)
= f Δ(s)gσ (s)+ f (s)gΔ(s)

=
1
2

f Δ(s)g(s)+ f σ (s)gΔ(s)+
1
2

f Δ(s)gσ (s)+ f (s)gΔ(s)

=
1
2

(
f (s)gΔ(s)+ f σ (s)gΔ(s)+ f Δ(s)g(s)+ f Δ(s)gσ (s)

)
. (4.6)

On the other hand, when n = 1, L(1)
0 = {〈O,Δ〉,〈σ ,Δ〉,〈Δ,O〉,〈Δ,σ〉} . So (4.4)

holds when n = 1.
Then we suppose it is true for n = k , that’s means

∂ k( f (u1,u2, · · · ,uk)g(u1,u2, · · · ,uk))
Δ1u1Δ2u2 · · ·Δkuk

=
1
2k ∑

〈τ1,τ2,···,τ2k〉∈L(k)
0

f τ1,τ2,···,τk
1,2,···,k (u1,u2, · · · ,uk)g

τk+1,τk+2,···,τ2k
1,2,···,k (u1,u2, · · · ,uk). (4.7)

When n = k+1, we have

∂ k+1( f (u1, · · · ,uk,uk+1)g(u1, · · · ,uk,uk+1))
Δ1u1 · · ·ΔkukΔk+1uk+1

=
∂

Δk+1uk+1

(∂ k( f (u1, · · · ,uk,uk+1)g(u1, · · · ,uk,uk+1))
Δ1u1 · · ·Δkuk

)

=
1
2k

∂
Δk+1uk+1

(
∑

〈τ1,···,τ2k〉∈L
(k)
0

f τ1,···,τk,O
1,2,···,k+1(u1, · · · ,uk,uk+1)g

τk+1,···,τ2k,O
1,2,···,k+1 (u1, · · · ,uk,uk+1)

)

=
1

2k+1 ∑
〈τ1,···,τ2k〉∈L(k)

0

(
f τ1,···,τk,Δ
1,2,···,k+1(u1, · · · ,uk,uk+1)g

τk+1,···,τ2k,O
1,2,···,k+1 (u1, · · · ,uk,uk+1)

+ f τ1,···,τk,Δ
1,2,···,k+1(u1, · · · ,uk,uk+1)g

τk+1,···,τ2k,σ
1,2,···,k+1 (u1, · · · ,uk,uk+1)
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+ f τ1,···,τk,O
1,2,···,k+1(u1, · · · ,uk,uk+1)g

τk+1,···,τ2k,Δ
1,2,···,k+1 (u1, · · · ,uk,uk+1)

+ f τ1,···,τk,σ
1,2,···,k+1(u1, · · · ,uk,uk+1)g

τk+1,···,τ2k,Δ
1,2,···,k+1 (u1, · · · ,uk,uk+1)

)
=

1
2k+1 ∑

〈τ1,···,τ2k+2〉∈L
(k+1)
0

f
τ1,···,τk+1
1,···,k+1 (u1, · · · ,uk+1)g

τk+2,···,τ2k+2
1,···,k+1 (u1, · · · ,uk+1), (4.8)

where using (4.6). �
When ωi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 or 1, then �ωi = ∇ or Δ . Noting that Δ and ∇ have

the same algorithms, so if replace Δi with �ωi , we can get the following lemma. And
in order to simplify notation, we define

Ψ(x) =

{
σ , if x = 1,

ρ , if x = 0,

and

p =
n

∑
i=1

ωi2i−1.

LEMMA 4.2. If f (u1,u2, · · · ,un) , g(u1,u2, · · · ,un) are Δi -differential and ∇i -diffe-
rential(i = 1,2, · · · ,n) on T1 ×T2×·· ·×Tn , then

∂ n( f (u1,u2, · · · ,un)g(u1,u2, · · · ,un))
�ω1u1 �ω2 u2 · · · �ωn un

=
1
2n ∑

〈τ1,τ2,···,τ2n〉∈L
(n)
p

f τ1,τ2,···,τn
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un)g

τn+1,τn+2,···,τ2n
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un), (4.9)

where L(n)
p defined as follows,

L(n)
p = {〈τ1,τ2, · · · ,τ2n〉 : one of τi and τn+i is �ωi , another is O or Ψ(ωi)}. (4.10)

REMARK 4.1. If p = 0, then every ωi = 1(i = 1,2, · · · ,n) , lemma 4.2 reduces to
lemma 4.1.

REMARK 4.2. We give an example when n = 2, p = 1, then

L(2)
1 = {〈Δ,ρ ,σ ,∇〉,〈Δ,∇,σ ,ρ〉,〈σ ,∇,Δ,ρ〉,〈σ ,ρ ,Δ,∇〉,

〈Δ,O,O,∇〉,〈Δ,∇,O,O〉,〈O,∇,Δ,O〉,〈O,O,Δ,∇〉,
〈Δ,ρ ,O,∇〉,〈Δ,∇,σ ,O〉,〈σ ,∇,Δ,O〉,〈σ ,O,Δ,∇〉,
〈Δ,O,σ ,∇〉,〈Δ,∇,O,ρ〉,〈O,∇,Δ,ρ〉,〈O,ρ ,Δ,∇〉}.

So we can get

∂ 2( f (s1,s2)g(s1,s2))
Δ1s1∇2s2

=
1
4

(
f Δ,ρ
1,2 (s1,s2)g

σ ,∇
1,2 (s1,s2)+ f σ ,∇

1,2 (s1,s2)g
Δ,ρ
1,2 (s1,s2)+ f Δ,∇

1,2 (s1,s2)g
σ ,ρ
1,2 (s1,s2)
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+ f σ ,ρ
1,2 (s1,s2)g

Δ,∇
1,2 (s1,s2)+ f Δ,O

1,2 (s1,s2)g
O,∇
1,2 (s1,s2)+ f O,∇

1,2 (s1,s2)g
Δ,O
1,2 (s1,s2)

+ f Δ,∇
1,2 (s1,s2)g

O,O
1,2 (s1,s2)+ f O,O

1,2 (s1,s2)g
Δ,∇
1,2 (s1,s2)+ f Δ,ρ

1,2 (s1,s2)g
O,∇
1,2 (s1,s2)

+ f σ ,∇
1,2 (s1,s2)g

Δ,O
1,2 (s1,s2)+ f Δ,∇

1,2 (s1,s2)g
σ ,O
1,2 (s1,s2)+ f σ ,O

1,2 (s1,s2)g
Δ,∇
1,2 (s1,s2)

+ f Δ,O
1,2 (s1,s2)g

σ ,∇
1,2 (s1,s2)+ f O,∇

1,2 (s1,s2)g
Δ,ρ
1,2 (s1,s2)+ f Δ,∇

1,2 (s1,s2)g
O,ρ
1,2 (s1,s2)

+ f O,ρ
1,2 (s1,s2)g

Δ,∇
1,2 (s1,s2)

)
.

Noting that if g = f , then lemma 4.2 reduces to

COROLLARY 4.1. If f (u1,u2, · · · ,un) is Δi -differential and ∇i -differential(i =
1,2, · · · ,n) on T1 ×T2×·· ·×Tn , then

∂ n( f 2(u1,u2, · · · ,un))
�ω1u1 �ω2 u2 · · · �ωn un

=
1
2n ∑

〈τ1,τ2,···,τ2n〉∈L
(n)
p

f τ1,τ2,···,τn
1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un) f τn+1,τn+2,···,τ2n

1,2,···,n (u1,u2, · · · ,un), (4.11)

where L(n)
p defined as follows,

L(n)
p = {〈τ1,τ2, · · · ,τ2n〉 : one of τi and τn+i is �ωi , another is O or Ψ(ωi)}. (4.12)

In order to prove Theorem 1.12, we give the proof of following theorem first.

Proof of Theorem 1.11. Set

m(u1,u2, · · · ,un) =
∫ un

0

∫ un−1

0
· · ·

∫ u1

0

∣∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn.

Hence we get

∂ nm(u1,u2, · · · ,un)
�ω1u1 �ω2 u2 · · · �ωn un

=
∣∣∣∣ ∂ n f (u1,u2, · · · ,un)
�ω1u1 �ω2 u2 · · · �ωn un

∣∣∣∣.
And then we suppose set S = { j1, j2, · · · , js} ⊂ N = {1,2, · · · ,n} , that’s means

j1, j2, · · · , js are arbitrary s unequal numbers in the set N where s < n . We also set
N \ S = { js+1, js+2, · · · , jn} .

∂ sm(u1,u2, · · · ,un)
�ω j1

u j1 �ω j2
u j2 · · · �ω js

u js

=
∂ s

�ω j1
u j1 · · · �ω jn

u js

∫ un

0
· · ·

∫ u1

0

∣∣∣∣∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω1v1 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 · · · �ωn vn

=
∂ s

�ω j1
u j1 �ω j2

u j2 · · · �ω js
u js
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∫ u j1

0

∫ u j2

0
· · ·

∫ u jn

0

∣∣∣∣∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω1v1 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω jn
v jn �ω jn−1

v jn−1 · · · �ω j1
v j1

=
∂ s−1

�ω j2
u j2 �ω j3

u j3 · · · �ω js
u js∫ u j2

0

∫ u j3

0
· · ·

∫ u jn

0

∣∣∣∣ ∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω j1

v j1 · · · �ω jn
v jn

∣∣∣
v j1

=u j1

∣∣∣∣�ω jn
v jn �ω jn−1

v jn−1 · · · �ω j2
v j2

=
...

=
∫ u js+1

0
· · ·

∫ u jn

0

∣∣∣∣ ∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω j1

v j1 · · · �ω jn
v jn

∣∣∣
v ji=u ji (i=1,2,···,s)

∣∣∣∣�ω jn
v jn · · · �ω js+1

v js+1

�
∣∣∣∣
∫ u js+1

0
· · ·

∫ u jn

0

∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω j1

v j1 · · · �ω jn
v jn

∣∣∣
v ji=u ji (i=1,2,···,s)

�ω jn
v jn · · · �ω js+1

v js+1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∂ s f (u1,u2, · · · ,un)
�ω j1

u j1 �ω j2
u j2 · · · �ω js

u js

∣∣∣∣∣ (4.13)

In particular, if we let the set S = ∅ , then

m(u1,u2, · · · ,un) � | f (u1,u2, · · · ,un)|. (4.14)

Then using corollary 4.1, we have

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1,v2, · · · ,vn))
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

=
1
2n

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0∣∣∣∣ ∑
〈τ1,···,τ2n〉∈L

(n)
p

f τ1,···,τn
1,···,n (v1, · · · ,vn) f τn+1,···,τ2n

1,···,n (v1, · · · ,vn)
∣∣∣∣�ω1 v1 · · · �ωn vn

� 1
2n

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0

∑
〈τ1,···,τ2n〉∈L(n)

p

∣∣∣∣ f τ1,···,τn
1,···,n (v1, · · · ,vn)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ f τn+1,···,τ2n

1,···,n (v1, · · · ,vn)
∣∣∣∣�ω1 v1 · · · �ωn vn

� 1
2n

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0

∑
〈τ1,···,τ2n〉∈L(n)

p

mτ1,···,τn
1,···,n (v1, · · · ,vn)m

τn+1,···,τ2n
1,···,n (v1, · · · ,vn)�ω1 v1 · · · �ωn vn

=
∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∂ n(m2(v1,v2, · · · ,vn))
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= (m2(h1,h2, · · · ,hn))−0

= (m2(h1,h2, · · · ,hn))
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=
(∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

)2

�
∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

=
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn. (4.15)

�

In particular, if we set ωi (i = 1,2, · · · ,n) = 1 in Theorem 1.11, hence

COROLLARY 4.2. Suppose for all i∈ N , 0,hi ∈ Ti , diamond-αi integral and dif-
ferentiable function f : [0,h1]T1 × [0,h2]T2 ×·· ·× [0,hn]Tn → R×R×·· ·×R satisfies
that f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 and Δ-integrable, then

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1,v2, · · · ,vn))
Δ1v1Δ2v2 · · ·Δnvn

∣∣∣∣Δ1v1Δ2v2 · · ·Δnvn

�
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
Δ1v1Δ2v2 · · ·Δnvn

∣∣∣∣
2

Δ1v1Δ2v2 · · ·Δnvn. (4.16)

Taking ωi (i = 1,2, · · · ,n) = 0, hence we get

COROLLARY 4.3. Suppose 0,hi ∈ Ti , diamond-αi (i = 1,2, · · · ,n) integral and
differentiable function f : [0,h1]T1 × [0,h2]T2 × ·· ·× [0,hn]Tn → R×R× ·· ·×R sat-
isfies that f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 and ∇-integrable,
then ∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1,v2, · · · ,vn))
∇1v1∇2v2 · · ·∇nvn

∣∣∣∣∇1v1∇2v2 · · ·∇nvn

�
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
∇1v1∇2v2 · · ·∇nvn

∣∣∣∣
2

∇1v1∇2v2 · · ·∇nvn. (4.17)

Further, we can find that Theorem 1.1 and 1.2 is the cases of n = 1 in Corollary
4.2 and 4.3.

Based on Theorem 1.11, we can give the proof of Theorem 1.12.

Proof of Theorem 1.12. Firstly, based on the condition (ii), we have(
ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) f

�ω1 ,�ω2 ,···,�ωn
1,2,···,n

)2

�
(

∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) f
�ω1 ,�ω2 ,···,�ωn
1,2,···,n

)2

=
( ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

)2
. (4.18)
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And then using Theorem 1.11, we have

∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ3
1 (ω1) · · ·ψ3

n (ωn)
∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1, · · · ,vn))
�ω1v1 · · · �ωn vn

∣∣∣∣�ω1 v1 · · · �ωn vn

� ∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ3
1 (ω1) · · ·ψ3

n (ωn)
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0

(∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω1v1 · · · �ωn vn

)2 �ω1 v1 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1) · · ·ψn(ωn)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0
ψ2

1 (ω1) · · ·ψ2
n (ωn)

( ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

)2 �ω1 v1 · · · �ωn vn

� ∑
ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1) · · ·ψn(ωn)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

( ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

)2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

=
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

( ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

)2 �α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn. (4.19)

�

We have the following Corollary when α = 1
2 in Theorem 1.12,

COROLLARY 4.4. Suppose 0,hi ∈ Ti(∀i ∈ N) , diamond-αi (i = 1,2, · · · ,n) inte-
grable and differentiable function f : [0,h1]T1 × [0,h2]T2 × ·· · × [0,hn]Tn → R×R×
·· ·×R satisfies
(i) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 ;
(ii) f

�ω1 ,�ω2 ,···,�ωn
1,2,···,n � 0 for all ωi = 0 or 1 ;

then

∑
ω1,···,ωn=0 or 1

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ n( f 2(v1,v2, · · · ,vn))
� 1

2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn

∣∣∣∣� 1
2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn

� 8n
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
� 1

2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn

∣∣2 � 1
2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn, (4.20)

where ωi(i = 1,2, · · · ,n) = 0 or 1 .

Theorem 1.12 reduces to Theorem 1.8 when n = 1, and if taking n = 2, we have
the following Corollary.

COROLLARY 4.5. Suppose 0,h1 ∈ T1,0,h2 ∈ T2 , diamond-αi (i = 1,2) inte-
grable and differentiable function f : [0,h1]T1 × [0,h2]T2 → R×R satisfies
(i) f (v1,v2) = 0 when one of vi (i = 1,2) = 0 ;
(ii) f

�ω1 ,�ω2
1,2 (v1,v2) � 0 for all ωi (i = 1,2) = 0 or 1 ;

then
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∑
ω1,ω2=0 or 1

ψ3
1 (ω1)ψ3

2 (ω2)
∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ 2( f 2(v1,v2))
�ω1v1 �ω2 v2

∣∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2

= α3
1 α3

2

∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ 2( f 2(v1,v2))
Δ1v1Δ2v2

∣∣∣∣Δ1v1Δ2v2

+α3
1 (1−α2)3

∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ 2( f 2(v1,v2))
Δ1v1∇2v2

∣∣∣∣Δ1v1∇2v2

+(1−α1)3α3
2

∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ 2( f 2(v1,v2))
∇1v1Δ2v2

∣∣∣∣∇1v1Δ2v2

+(1−α1)3(1−α2)3
∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣∣∂ 2( f 2(v1,v2))
∇1v1∇2v2

∣∣∣∣∇1v1∇2v2

� h1h2

∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣ ∂ 2 f (v1,v2)
�α1v1 �α2 v2

∣∣2 �α1 v1 �α2 v2, (4.21)

where ωi (i = 1,2) = 0 or 1 .

Next we explore the Left-Opial Diamond-Alpha Inequality of n variable. First of
all, suppose f (v1,v2, · · · ,vn) satisfies

f Δi
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f ∇i

i (v1,v2, · · · ,σ(vi), · · · ,vn),

and
f ∇i
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f Δi

i (v1,v2, · · · ,ρ(vi), · · · ,vn),

for all i = 1,2, · · · ,n .
And we set

κx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ if x = −1,

O if x = 0,

σ if x = 1,

(4.22)

and

f ∗(v1,v2, · · · ,vn) := f
κ

ω′
1−ω1

,κ
ω′

2−ω2
,···,κ

ω′
n−ωn

1,2,···,n (v1,v2, · · · ,vn). (4.23)

Under the conditions and notations above, the following lemma holds.

LEMMA 4.3. Suppose f : T1 ×T2×·· ·×Tn → R×R×·· ·×R , and function f
satisfies

f Δi
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f ∇i

i (v1,v2, · · · ,σ(vi), · · · ,vn),

and
f ∇i
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f Δi

i (v1,v2, · · · ,ρ(vi), · · · ,vn),

for all i = 1,2, · · · ,n, then

∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

=
∂ n f ∗(v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

, (4.24)
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where both ω ′
i and ωi equal to 0 or 1 for all i = 1,2, · · · ,n.

Hence we can give the proof of Theorem 1.13.

Proof of Theorem 1.13. Noting that

∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)
∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

, (4.25)

then, the left hand side of (1.12) can be rewritten as follows,

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

∣∣∣�α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�α1v1 �α2 v2 · · · �αn vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)
∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0∣∣∣ ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω

′
n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

� ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)
∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω

′
n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∣∣∣ ∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∂ n
(

f
κ

ω′
1−ω1

κ
ω′

2−ω2
···κ

ω′
n−ωn

12···n (v1,v2, · · · ,vn)
)2

�ω1vn �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)
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∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣∂ n
(

f ∗(v1,v2, · · · ,vn)
)2

�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣�ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

� ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f ∗(v1,v2, · · · ,vn)
�ω1v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn (4.26)

�

The right hand side of formula (1.12) also has an equivalent form

∑
ω1,ω2,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn) ∑
ω ′

1,ω ′
2,···,ω

′
n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

= ∑
ω ′

1,ω ′
2,···,ω ′

n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n) ∑

ω1,ω1,···,ωn=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2) · · ·ψn(ωn)

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2 · · · �ωn vn

=
n

∏
i=1

hi ∑
ω ′

1,ω
′
2,···,ω

′
n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn

=
n

∏
i=1

hi

∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0
∑

ω ′
1,ω ′

2,···,ω
′
n=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2) · · ·ψn(ω

′
n)

∣∣∣ ∂ n f (v1,v2, · · · ,vn)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2 · · · �ω ′

n
vn

∣∣∣2 �α1 v1 �α2 v2 · · · �αn vn. (4.27)

In particular, if seting α = 1
2 in Theorem 1.13 and using (4.27), then we have the

following corollary.

COROLLARY 4.6. Suppose 0,hi ∈ Ti , diamond-αi (i = 1,2, · · · ,n) integrable
and differentiable function f : T1 ×T2×·· ·×Tn → R×R×·· ·×R satisfies
(i) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = 0 ;
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(ii) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = ρ(0);
(iii) f (v1,v2, · · · ,vn) = 0 when one of vi (i = 1,2, · · · ,n) = σ(0);
(iv) f Δi

i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f ∇i
i (v1,v2, · · · ,σ(vi), · · · ,vn) for all i = 1,2, · · · ,n;

(v) f ∇i
i (v1,v2, · · · ,vi, · · · ,vn) = f Δi

i (v1,v2, · · · ,ρ(vi), · · · ,vn) for all i = 1,2, · · · ,n;
then ∫ hn

0

∫ hn−1

0
· · ·

∫ h1

0

∣∣∂ n f 2(v1,v2, · · · ,vn)
� 1

2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn

∣∣� 1
2
v1 � 1

2
v2 · · · � 1

2
vn

� 1
2n

n

∏
i=1

hi

∫ hn

0
· · ·

∫ h1

0
∑

ω1,···,ωn=0 or 1

∣∣∣∂ n f (v1, · · · ,vn)
�ω1v1 · · · �ωn vn

∣∣∣2 � 1
2
v1 · · · � 1

2
vn. (4.28)

It can be found that Theorem 1.13 reduces to Theorem 1.10 when n = 1, and using
(4.27) we have following corollary when n = 2.

COROLLARY 4.7. Suppose 0,hi ∈Ti (i = 1,2) , diamond-αi (i = 1,2) integrable
and differentiable function f : T1 ×T2 → R×R satisfies
(i) f (v1,v2) = 0 when one of vi (i = 1,2) = 0 ;
(ii) f (v1,v2) = 0 when one of vi (i = 1,2) = ρ(0);
(iii) f (v1,v2) = 0 when one of vi (i = 1,2) = σ(0);
(iv) f Δ1

1 (v1,v2) = f ∇1
1 (σ(v1),v2), f Δ2

2 (v1,v2) = f ∇2
2 (v1,σ(v2));

(v) f ∇1
1 (v1,v2) = f Δ1

1 (ρ(v1),v2), f ∇2
2 (v1,v2) = f Δ2

2 (v1,ρ(v2));
then ∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∂ 2 f 2(v1,v2)
�α1v1 �α2 v2

∣∣�α1 v1 �α2 v2

� h1h2 ∑
ω1,ω2=0 or 1

ψ1(ω1)ψ2(ω2)

× ∑
ω ′

1,ω
′
2=0 or 1

ψ1(ω
′
1)ψ2(ω

′
2)

∫ h2

0

∫ h1

0

∣∣∣ ∂ 2 f (v1,v2)
�ω ′

1
v1 �ω ′

2
v2

∣∣∣2 �ω1 v1 �ω2 v2

= h1h2

∫ h2

0

∫ h1

0
α1α2

∣∣∣∂ 2 f (v1,v2)
Δ1v1Δ2v2

∣∣∣2 + α1(1−α2)
∣∣∣∂ 2 f (v1,v2)

Δ1v1∇2v2

∣∣∣2
+(1−α1)α2

∣∣∣∂ 2 f (v1,v2)
∇1v1Δ2v2

∣∣∣2 +(1−α1)(1−α2)
∣∣∣∂ 2 f (v1,v2)

∇1v1∇2v2

∣∣∣2 �α1 v1 �α2 v2. (4.29)
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